
فصل دهم

المان های ایزوپارامتریک

مبانی تحلیل اجزاء محدود، تألیف دیوید هاتن، ترجمه شهاب الدین حاتمی و همکاران:            مرجع اصلی
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کاراییمؤثرندارندهندسههاینامنظمالمانهایمستطیلیوآجریبرای.

نتعدادالماویانسبتظاهربزرگالمانهایمثلثیوهرمیبرایبرخیهندسههامنجربه

.میشوندزیاد

نسبتظاهربزرگترکاهشدقتروشاجزاءمحدود

ترکیبانواعالمالهاتاثیرنامطلوببرهمگراییجوابها

مقدمه
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المانهایبالبههایاسطوحمنحنیشکلبرایمدلسازیهندسههایپیچیده

مقدمه

ANSYS TIPS

(                    ج)(ب)(            الف)

المان های هرمی( ج). های ایزوپارامتریک شش وجهیالمان( الف و ب)
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گاشت هندسه ن

درونیاب هندسهتوابع :

دار واحد به نحوی تعیین شوند که دارای مقاین توابع باید 
.نددیگر باشگره های در گره نظیرشان و مقدار صفر در 

𝒙 =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑮𝒊 𝒙𝒊

𝒚 =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑮𝒊 𝒚𝒊

𝐺𝑖

𝒓, 𝒔) = (−𝟏,−𝟏) ⇒ (𝒙𝟏, 𝒚𝟏
𝒓, 𝒔) = (𝟏,−𝟏) ⇒ (𝒙𝟐, 𝒚𝟐
𝒓, 𝒔) = (𝟏, 𝟏) ⇒ (𝒙𝟑, 𝒚𝟑
𝒓, 𝒔) = (−𝟏, 𝟏) ⇒ (𝒙𝟒, 𝒚𝟒

المانمرجع
دردستگاهمختصاتطبیعی

الماننگاشتیافته
دردستگاهمختصاتکلی

A (x, y)A’ (r, s)

نگاشتهندسه
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گاشت ایزوپارامتریک ن

ع  هندسه همان توابدرونیاب اگر توابع 
(  انتغییرمک)درونیات متغیر میدانی 

ک  ایزوپارامتریانتخاب شوند، نگاشت
.می باشد

𝝓 =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊(𝒓, 𝒔)𝝓𝒊

𝒙 or 𝒚 =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊(𝒓, 𝒔)𝒙𝒊 or 𝒚𝒊

دارای  ( کانتغییرم)درونیاب متغیر میدانی توابع هندسه نسبت به درونیاب اگر توابع 
پرپارامتریکسو، نگاشت(از نقاط گرهی بیشتری درونیابی شوند)باشند بالاتری درجه 

.استساب پارامتریک بوده و هنگامی که شرایط به عکس این باشد، نگاشت 

A (x, y)A’ (r, s)

u (x, y)

v (x, y)

𝝓 ≡ 𝒖 or 𝒗
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گاشت  در فضای یک بعدیایزوپارامتریکن

المانمرجع المانکلی

𝒙 =

𝒊=𝟏

𝟑

𝑵𝒊(𝛏)𝒙𝒊

𝑵𝟏(𝝃) =
𝟏

𝟐
𝝃 − 𝝃𝟐 (𝝃 − 𝝃𝟑)

𝑵𝟐 𝝃 = −𝟏 𝝃 − 𝝃𝟏 (𝝃 − 𝝃𝟑)

𝑵𝟑(𝝃) =
𝟏

𝟐
𝝃 − 𝝃𝟏 (𝝃 − 𝝃𝟐)

𝝃

𝝃𝟏 = −𝟏 𝝃𝟐 = 𝟎 𝝃𝟑 = +𝟏

1 2 3 1 2 3

𝒙 = 𝟎

نگاشت
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گاشت  در فضای دوبعدیایزوپارامتریکن
المانمرجع المانکلی

http://www.byggmek.lth.se/

نگاشت

نگاشت
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گاشت  در فضای دوبعدیایزوپارامتریکن
المانمرجع المانکلی

https://sameradeeb-new.srv.ualberta.ca/

نگاشت

نگاشت
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گاشت  در فضای سه بعدیایزوپارامتریکن

المانآجری
گرهی8

المانمرجع المانکلی

المانآجری
گرهی20

http://www.byggmek.lth.se/

نگاشت

نگاشت
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گاشت  در فضای سه بعدیایزوپارامتریکن

المانهرمی
گرهی10

المانمرجع المانکلی

المانمنشورمثلثی
گرهی20

FEM for 3D Solid Elements

Composite Structures

نگاشت

نگاشت
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.را تعیین کنید (1,0.5)=(r,s)با متناظر ( x, y)کند و مختصات توصیف میشده را 

12

1مثال

𝒙 =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊(𝒓, 𝒔)𝒙𝒊

𝒚 =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊(𝒓, 𝒔)𝒚𝒊
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:حل

:کندمیعبور 3و 2معادله خطی که از 

:yوxدر دستگاه 3-2لذا معادله خط 
13

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏

𝑚 = −2
𝑏 = 7

𝒚 = −𝟐𝒙 + 𝟕

1مثال
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:نگاشتت

و در نتیجهr =1: 3-2ضلع 

14

1مثال

𝒙 =
𝟑

𝟐
(𝟏 − 𝒔) +

𝟐. 𝟓

𝟐
(𝟏 + 𝒔) =

𝟓. 𝟓

𝟐
−
𝟎. 𝟓

𝟐
𝒔

𝒚 =
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝒔) + (𝟏 + 𝒔) =

𝟑

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝒔

𝟐𝒙 + 𝒚 = 𝟕

باشدقبل یکسان میکه با رابطه 

sحذفبا 

𝒙 =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊(𝒓, 𝒔)𝒙𝒊

𝒚 =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊(𝒓, 𝒔)𝒚𝒊

𝑥 =
1

4
(1 − 𝑟)(1 − 𝑠)(1) +

1

4
(1 + 𝑟)(1 − 𝑠)(3)

+
1

4
(1 + 𝑟)(1 + 𝑠)(2.5) +

1

4
(1 − 𝑟)(1 + 𝑠)(1.25)

𝑦 =
1

4
(1 − 𝑟)(1 − 𝑠)(1) +

1

4
(1 + 𝑟)(1 − 𝑠)(1)

+
1

4
(1 + 𝑟)(1 + 𝑠)(2) +

1

4
(1 − 𝑟)(1 + 𝑠)(1.75)
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:چنین شد( r =1با)3-2در خط sو rبا yو xرابطه 

:بر روی این خط داریم (1,0.5)=(r,s)طبیعیبا مختصات ’Aلذا برای نقطه 

15

𝒙𝑨 =
𝟓. 𝟓

𝟐
−
𝟎. 𝟓

𝟐
(𝟎. 𝟓) = 𝟐. 𝟔𝟐𝟓

𝒚𝑨 =
𝟑

𝟐
+
𝟏

𝟐
(𝟎. 𝟓) = 𝟏. 𝟕𝟓𝟎

1مثال

𝒙 =
𝟓. 𝟓

𝟐
−
𝟎. 𝟓

𝟐
𝒔

𝒚 =
𝟑

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝒔

A (x, y)A’ (1, 0.5)



المان های ایزوپارامتریک-فصل دهم

نی
مبا

ود 
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

16

𝛛𝑵𝒊

𝛛𝒙
=
𝛛𝑵𝒊

𝛛𝒓

𝛛𝒓

𝛛𝒙
+
𝛛𝑵𝒊

𝛛𝒔

𝛛𝒔

𝛛𝒙
𝛛𝑵𝒊

𝛛𝒚
=
𝛛𝑵𝒊

𝛛𝒓

𝛛𝒓

𝛛𝒚
+
𝛛𝑵𝒊

𝛛𝒔

𝛛𝒔

𝛛𝒚

مختصات طبیعی -گیری مشتق

𝝓 =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊(𝒓, 𝒔)𝝓𝒊
𝛛𝝓

𝛛𝒙
=

𝒊=𝟏

𝟒

𝛛𝑵𝒊(𝒓, 𝒔)

𝛛𝒙
𝝓𝒊

A (x, y)A’ (r, s)

u (x, y)

v (x, y)

انیمیدمتغیرجزئیمشتقاتمحاسبه
هرجزئیمشتقاتمحاسبهمستلزم

:باشدمیدرونیابتوابعازیک
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:یعنیکنیممیعملعکس

17

𝛛

𝛛𝒓
=

𝛛

𝛛𝒙

𝛛𝒙

𝛛𝒓
+

𝛛

𝛛𝒚

𝛛𝒚

𝛛𝒓

𝛛

𝛛𝒔
=

𝛛

𝛛𝒙

𝛛𝒙

𝛛𝒔
+

𝛛

𝛛𝒚

𝛛𝒚

𝛛𝒔

𝒊 = 𝟏, 𝟒

مختصات طبیعی -گیری مشتق

𝛛

𝛛𝒓
𝛛

𝛛𝒔

=

𝛛𝒙

𝛛𝒓

𝛛𝒚

𝛛𝒓
𝛛𝒙

𝛛𝒔

𝛛𝒚

𝛛𝒔

𝛛

𝛛𝒙
𝛛

𝛛𝒚

𝒊 = 𝟏, 𝟒 :  ییا به فرم ماتریس

𝝏

𝛛𝒓
𝛛

𝛛𝒔

𝑵 =

𝛛𝒙

𝛛𝒓

𝛛𝒙

𝛛𝒔
𝛛𝒚

𝛛𝒓

𝛛𝒚

𝛛𝒔

𝛛

𝛛𝒙
𝛛

𝛛𝒚

𝑵

:اببرای محاسبه مشتقات توابع درونی

𝑵 = 𝑵𝟏 𝑵𝟐 𝑵𝟑 𝑵𝟒
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𝛛

𝛛𝒓
𝛛

𝛛𝒔

=

𝛛𝒙

𝛛𝒓

𝛛𝒚

𝛛𝒓
𝛛𝒙

𝛛𝒔

𝛛𝒚

𝛛𝒔

𝛛

𝛛𝒙
𝛛

𝛛𝒚

𝒊 = 𝟏, 𝟒

ماتریس ژاکوپین

𝑱 =

𝛛𝒙

𝛛𝒓

𝛛𝒚

𝛛𝒓
𝛛𝒙

𝛛𝒔

𝛛𝒚

𝛛𝒔

=



𝒊=𝟏

𝟒

𝛛𝑵𝒊

𝛛𝒓
𝒙𝒊 

𝒊=𝟏

𝟒

𝛛𝑵𝒊

𝛛𝒓
𝒚𝒊



𝒊=𝟏

𝟒

𝛛𝑵𝒊

𝛛𝒔
𝒙𝒊 

𝒊=𝟏

𝟒

𝛛𝑵𝒊

𝛛𝒔
𝒚𝒊

𝒙 =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊(𝒓, 𝒔)𝒙𝒊

𝒚 =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊(𝒓, 𝒔)𝒚𝒊

𝑱
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𝛛

𝛛𝒙
𝛛

𝛛𝒚

= 𝑱 −𝟏

𝛛

𝛛𝒓
𝛛

𝛛𝒔

=
𝐈𝟏𝟏 𝐈𝟏𝟐
𝐈𝟐𝟏 𝐈𝟐𝟐

𝛛

𝛛𝒓
𝛛

𝛛𝒔

𝒊 = 𝟏, 𝟒

عکس ماتریس ژاکوبین

𝛛

𝛛𝒓
𝛛

𝛛𝒔

= 𝑱

𝛛

𝛛𝒙
𝛛

𝛛𝒚

𝜕𝑁𝑖
𝜕𝑥

𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑥
= I11

𝜕𝑁𝑖
𝜕𝑟

+ I12
𝜕𝑁𝑖
𝜕𝑠

I11
𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑟
+ I12

𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑠

:به عنوان مثال
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:بنابراین به عنوان مثال داریم

20

𝒅𝑨 = 𝒅𝒙𝒅𝒚 = |𝑱|𝒅𝒓𝒅𝒔

ඵ

𝐴

𝜕𝑁𝑖
𝜕𝑥

𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑥
𝑑𝐴 = ඳ

−1

1



−1

1

𝐈11
𝜕𝑁𝑖
𝜕𝑟

+ 𝐈12
𝜕𝑁𝑖
𝜕𝑠

𝐈11
𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑟
+ 𝐈12

𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑠
|𝐽|𝑑𝑟𝑑𝑠

یعی مختصات طب -گیری انتگرال

:یعیتبدیل جزء سطح از مختصات کلی به طب

dy
dx

dr
ds



المان های ایزوپارامتریک-فصل دهم

نی
مبا

ود 
حد

ء م
زا

اج
یل 

حل
ت

چهارضلعیالمانیکبرایراژاکوبیناتریسم
.کنیدتعییندوبعدیچهارگرهی

21

2مثال

:حل

𝑱 =

𝛛𝒙

𝛛𝒓

𝛛𝒚

𝛛𝒓
𝛛𝒙

𝛛𝒔

𝛛𝒚

𝛛𝒔

𝑵𝟏(𝒓, 𝒔) =
𝟏

𝟒
𝟏 − 𝒓 𝟏 − 𝒔

𝑵𝟐(𝒓, 𝒔) =
𝟏

𝟒
𝟏 + 𝒓 𝟏 − 𝒔

𝑵𝟑(𝒓, 𝒔) =
𝟏

𝟒
𝟏 + 𝒓 𝟏 + 𝒔

𝑵𝟒(𝒓, 𝒔) =
𝟏

𝟒
𝟏 − 𝒓 𝟏 + 𝒔
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𝝏𝒙

𝛛𝒔
=

𝒊=𝟏

𝟒

𝛛𝑵𝒊

𝛛𝒔
𝒙𝒊 =

𝟏

𝟒
−(𝟏 − 𝒓)𝒙𝟏 − (𝟏 + 𝒓)𝒙𝟐 + (𝟏 + 𝒓)𝒙𝟑 + (𝟏 − 𝒓)𝒙𝟒

𝛛𝒚

𝛛𝒔
=

𝒊=𝟏

𝟒

𝛛𝑵𝒊

𝛛𝒔
𝒚𝒊 =

𝟏

𝟒
−(𝟏 − 𝒓)𝒚𝟏 − (𝟏 + 𝒓)𝒚𝟐 + (𝟏 + 𝒓)𝒚𝟑 + (𝟏 − 𝒓)𝒚𝟒

2مثال

:بنابراین داریم
𝑱

=
𝟏

𝟒

𝟏 − 𝒔)(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏) + (𝟏 + 𝒔)(𝒙𝟑 − 𝒙𝟒 𝟏 − 𝒔)(𝒚𝟐 − 𝒚𝟏) + (𝟏 + 𝒔)(𝒚𝟑 − 𝒚𝟒
𝟏 − 𝒓)(𝒙𝟒 − 𝒙𝟏) + (𝟏 + 𝒓)(𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 𝟏 − 𝒓)(𝒚𝟒 − 𝒚𝟏) + (𝟏 + 𝒓)(𝒚𝟑 − 𝒚𝟐

.نیسترپذیامکانخاصموارددرجزبهصریحفرمبهژاکوبینماتریسمعکوسانتگرالکردنپیدا
.گیردیمانجامعددی،گیریانتگرالازاستفادهباایزوپارامتریکالمانبندیفرمولدلیلهمینبه

𝝏𝒙

𝛛𝒓
=

𝒊=𝟏

𝟒

𝛛𝑵𝒊

𝛛𝒓
𝒙𝒊 =

𝟏

𝟒
−(𝟏 − 𝒔)𝒙𝟏 + (𝟏 − 𝒔)𝒙𝟐 + (𝟏 + 𝒔)𝒙𝟑 − (𝟏 + 𝒔)𝒙𝟒

𝛛𝒚

𝛛𝒓
=

𝒊=𝟏

𝟒

𝛛𝑵𝒊

𝛛𝒓
𝒚𝒊 =

𝟏

𝟒
−(𝟏 − 𝒔)𝒚𝟏 + (𝟏 − 𝒔)𝒚𝟐 + (𝟏 + 𝒔)𝒚𝟑 − (𝟏 + 𝒔)𝒚𝟒
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چهار ضلعی ایزوپارامتریکماتریس سختی

(ب)(الف)

.گرهیچهارضلعیچهاریکالمانایزوپارامتریکدوبعدی(الف)
المانمرجعدرمختصاتطبیعی(ب)
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J11طبیعی(نگاشت)مختصاتدراولمرتبه یجمله ایچندیکsاست.
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𝑮ماتریس نگاشت هندسی
{𝒅𝟏} ان  مشتقات تغییرمکبردار

طبیعینسبت به مختصات 
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:(1)رابطهراستسمتانتهایدرموجودستونیماتریس
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(2 )

𝑷

جزئی توابع درونیابمشتقات ماتریس 

𝜹

بردار جابجایی گرهی

{𝒅𝟏}
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گرهیجابجاییمؤلفه هایحسببرکرنشمؤلفه هایبرایمطلوبرابطه ای،(2)و(1)روابطترکیببا
:می آیدبه دست

     G P  (4)

:می شودتعریفزیررابطهباالمانسختیماتریسو

      
Te

A

k t B D B dA  
   (5 )

dA dx dy J dr ds 

           
1 1

1 1

T Te

A

k t B D B J dr ds t B D B J dr ds
 

   
    

𝜺 = 𝐆 {𝒅𝟏}

{𝒅𝟏} = 𝐏 {𝜹}

𝑩
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ماتریسهای درایه Bهمانند ژاکوبینJتوابع معلومی از مختصات طبیعی هستند ، .

انتگرالیینقطهqباو،rمتغیربرایانتگرالینقطه یpتعدادانتخاببا
:زدتقریبزیررابطه یباتوانمیراسختیماتریس،sمتغیربرای

         
1 1

, , ,
p q T

e

i j i j i j i j

i j

k t WW B r s D B r s J r s drds
 

     
     

چهار ضلعی ایزوپارامتریکماتریس سختی

https://www.mm.bme.hu/

موقعیتنقاطگوس
:دوبعدیدرفضای

جهتنقطهدرهردو جهتنقطهدرهرسه

r

ss

r
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3مثال

در  ماتریس سختی المان چهار ضلعی ایزوپارامتریک نشان داده شده
. آوریددست بهرا برای حالت تنش صفحه ای شکل
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30 10  psiE 0.3v 1 in.t  و،
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حل

:ازعبارتندنگاشتتوابع 
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:می باشندزیربه صورتژاکوبینماتریسهایدرایهو

𝐽11 =
𝜕𝑥

𝜕𝑟
=
1

2
𝐽12 =

𝜕𝑦

𝜕𝑟
=
1

4
(0.5 + 0.5𝑠)

𝐽21 =
𝜕𝑥

𝜕𝑠
=
1

8
𝐽22 =

𝜕𝑦

𝜕𝑠
=
1

4
(2.5 + 0.5𝑟)

3مثال

𝒙 =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊(𝒓, 𝒔)𝒙𝒊 𝒚 =

𝒊=𝟏

𝟒

𝑵𝒊(𝒓, 𝒔)𝒚𝒊

𝑱 =

𝛛𝒙

𝛛𝒓

𝛛𝒚

𝛛𝒓
𝛛𝒙

𝛛𝒔

𝛛𝒚

𝛛𝒔
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:بااستبرابرژاکوبیندترمینانلذا

بنابراین ماتریس هندسی G حسب برr وsشودمعلوم می.
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𝐽 = 𝐽11𝐽22 − 𝐽12𝐽21 =
1

32
(9.5 + 4𝑟 − 0.5𝑠)

3مثال

𝐺 =
8

9.5 + 4𝑟 − 0.5𝑠

2.5 + 0.5𝑟
0

−0.5

−(0.5 + 0.5𝑠)
0
2

0
−0.5

2.5 + 0.5𝑟

0
2

−(0.5 + 0.5𝑠)

𝐽11 =
𝜕𝑥

𝜕𝑟
=
1

2
𝐽12 =

𝜕𝑦

𝜕𝑟
=
1

4
(0.5 + 0.5𝑠)

𝐽21 =
𝜕𝑥

𝜕𝑠
=
1

8
𝐽22 =

𝜕𝑦

𝜕𝑠
=
1

4
(2.5 + 0.5𝑟)
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𝑃 =

𝑵𝟏(𝒓, 𝒔) =
𝟏

𝟒
𝟏 − 𝒓 𝟏 − 𝒔

𝑵𝟐(𝒓, 𝒔) =
𝟏

𝟒
𝟏 + 𝒓 𝟏 − 𝒔

𝑵𝟑(𝒓, 𝒔) =
𝟏

𝟒
𝟏 + 𝒓 𝟏 + 𝒔

𝑵𝟒(𝒓, 𝒔) =
𝟏

𝟒
𝟏 − 𝒓 𝟏 + 𝒔

𝐁 = 𝐆 𝐏
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:باتاسبرابرصفحهایتنشحالتدرمصالحخواصماتریسشده،دادهمقادیربهتوجهبا
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1 0.3 0

32.97 10 0.3 1 0  psi

0 0 0.35
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3مثال
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نقطهارچهاین رواز.نیستدودرجهازبالاترطبیعیمختصاتدرسختیماتریسمثالایندر

3:می شودانتخابزیربه صورتانتگرال گیری

3
i jr s  

:ازعبارتندوزنیضرایبو

1.0i jW W 

         
2 2

1 1

, , ,
T

e

i j i j i j i j

i j

k t W W B r s D B r s J r s
 

     
     

:می شودحاصلزیررابطهباالمانسختیماتریس

3مثال

r
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توابعازادهاستفبامتلبافزارنرمدرکامپیوتریبرنامهیکنوشتنطریقازمثالاینعددینتایج

اندآمدهدستبهزیرمطابقافزار،نرمایندرموجودماتریسی

 

2305 1759 617 72 798 152 214 432

1759 1957 471 669 52 522 14 560

617 471 166 19 214 41 57 116

72 699 19 616 533 633 143 244

798 52 241 533 1453 169 389 895

152 522 41 633 169 993 45 869

214 14 57 143 389 45 104 240
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e
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310  .

60 116 244 895 869 240 1524

lb
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